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Resumo 


Estudamos anteriormente a construção da álgebra de Clifford dentro do espaço Euclidiano tri- 
dimensional, introduzimos o produto geométrico, assim como suas involuções e sua subálgebra 
par. Descrevemos uma série de álgebras isomorfas a essa álgebra e estudamos os espinores 
de Pauli como elementos da subálgebra par de Clifford. Neste relatório,apresentamos a con- 
tinuação do projeto, estudando a equação de Dirac, seus bilineares covariantes, espinores de 
Dirac como matrizes 4x1 complexas e como elementos de ideias minimais em álgebra de ma- 
trizes e da álgebra de Clifford complexificada C & Cl 3. Introduzimos o espinor materno e o 
operador espinor e finalizamos com a obtenção da equação de Dirac-Hestenes. 


Sumário 
1 A Equação de Dirac 


: bBilineares Covariantes] ..cccccclll a a a 


2 Espinores em Ideais 
.1 Bilineares Covariantes Através de Espinores Algébricos 


3 Espinor como Operador 


Ke; JJ om > O 


1 A Equação de Dirac 


Objetivamos inicialmente incorporar os efeitos relativísticos aos fenômenos atômicos. Utiliza- 
mos da relação de dispersão relativística E? = p2c? + m2c!, passando-a para o nível quântico 
por meio da relação E — ihã ep > —ihV. Inserindo os operadores momento e energia nessa 
equação, obtivemos 


1 
c ot? 


sendo o primeiro termo o operador D'lambertiano [O e utilizando unidades naturais, temos 


[D+m]4=o, 


a equação de Klein-Gordon que acrescenta os efeitos relativísticos aos fenômenos atômicos. 
Dirac em 1928 linearizou a equação de Klein-Gordon, tornando a uma equação de primeira 
ordem da forma 


igy OY = my, (1) 


com u = 0,1,2,3, x° = t e ô, = 5. A equação de Dirac implica na obtenção da equação de 
Klein-Gordon, contanto que as matrizes y, satisfação as relações 


n=L v=6=n=1 
ue 0 


As matrizes que atendem a essa relação são denominadas matrizes de Dirac. Essas matrizes 
consistem em matrizes complexas 4x4 e têm a forma 


10 0 0 0 0 0 =i 00 0 ż 0 0 -1 0 
01 0 0 [0 0 —1 0 [0 0 cio [0 0 0 1 
v=loo -1 0 %3 |i 0 0 0f- 273Z ļ{o -i 0 0f 231 0 0 0 
00 0 =i 0-1 0 0 i 0 0 0 0-1 0 0 


Essas matrizes podem ser expressas em termo de matrizes-spin de Pauli o,, ficando 


= pe (ão 0) (2) 


Pela métrica de Minkowski n = diag(+ — ——), temos que yo = °, Ya = —7" (u = 1,2,3) e 
O = Yp". 
Podemos reescrever as relações que as matrizes y respeitam pela forma compacta 


YuYv + YYu = 2Nuv (3) 


A equação em questão representa a relação constitutiva na álgebra de Clifford, resultando 
nas matrizes y que constituem a equação de Dirac como sendo elementos pertencentes a uma 
álgebra de Clifford. 

A interação com campo eletromagnético pode ser incluído na equação por meio do 
princípio de mínima ação ið” ++» ið” — e A”, onde A é o potencial eletromagnético. Assim, a 
equação de Dirac fica 


Yu(10! — eA" JY = my. (4) 


A função de onda, representada por 1), é um espinor de Dirac, ou seja, uma matriz coluna 
complexa quadridimensional y € C£. 


1.1 Bilineares Covariantes 


Definiremos o adjunto de Dirac de um espinor Y, como uma matriz linha da forma 


yiyo = (4i V3 -v3 pi) (5) 
Usamos o adjunto de Dirac para definir um conjunto de quatro funções reais 
J! = piy" w. (6) 
Abrindo o termo matricial utilizando (2) e (3), teremos 
J? = ptp, J? >0 (7) 
0 o 
p= TY (8) 


Essas funções reais são componentes do quadrivetor denominado corrente de Dirac J, definido 
por 


— H 
J = YyyJ 
A corrente de Dirac covaria por transformação de Lorentz, de forma que a suas componentes 


são chamadas de bilineares covariantes. Essa covariancia pode ser vista facilmente pela equação 
(7). uma vez que, espinor de Dirac transforma-se da forma Y’ = Sw e St = S-1, teremos 


J? = ty = (SY) S = usp = yty = J’. 

Como vimos, a quantidade Jº = yọ é a densidade de probabilidade de encontrar uma 
partícula em uma determinada região do espaço. Por sua vez, as quantidades J” = Ytyoyty 
com u = 1,2,3, estão relacionadas com às densidades de probabilidade de direção. Dessa 
maneira, a expressão J = y„J” descreve a corrente de probabilidade no sistema. Vale ressaltar 


que essas grandezas obedecem à equação de continuidade, ô, J”, conforme evidenciado pela 
análise da equação (1). Iniciamos obtendo seu adjunto hermitiano 


WO = my > (dy)! = myt => id)! = my, 
como (7º)! = 7º e (9)! = —5" (u = 1,2,3), assim 
ido! + ipp = my, 
multiplicando à esquerda yo) e usando a relaçãoy7y” = —y!y, teremos 
Dot + Obi toh = -myi (9) 
Multiplicando à direita Y%'yọ na equação (1), 
b'Ood + ipia = malva, 
e somando com a equação (9). concluímos que 
do(a) + Ibo) = 0 —> 3J? + 3J” =0 
<. J“ =0 (u=0,1,2,3). 


Logo, a probabilidade de encontrar uma partícula, descrita pela corrente de Dirac, é conservada 
ao longo do espaço-tempo. 

Além das quatro funções bilineares covariantes que apresentamos, existem outros 12 cova- 
riantes bilineares que determinam o estado físico do elétron. 


Qı = ob, 
Oo = PPV “up 
se = ibiyi G 
K" = ipin Pr 


onde mto = ya e o = yOyly2mê. 


2 Espinores em Ideais 


Um espinor de Dirac é uma representação matricial complexa, denotada por y € C4. No 
entanto, à semelhança do que fizemos com os espinores de Pauli no relatório anterior, podemos 
estabelecer uma relação entre o espinor e o espaço das matrizes quadradas. Matrizes y € Cf 
têm uma relação biunívoca com matrizes 4x4 pertencentes ao espaço M(4,C), cuja apenas a 
primeira coluna não é nula. Em outras palavras, podemos expressar Y E€ M(4,C)f, onde f é 
o indepotente primitivo, que pode ser expresso em termo de matrizes de Dirac e tem a forma 


1 
l 0000 
re +w M+in)= lo 0 0 0l- (11) 
0000 


O espaço M(4, C) f configura o ideal minimo à esquerda de M(4, C), possibilitando a repre- 
sentação dos espinores de Dirac por meio de matrizes quadradas que pertencem a esse ideal. 
Assim, 


pı pi 000 
= eC =a O emag (12) 
pa Wa O 00 


Como vimos na equação (3), as matrizes y de Dirac respeitam a relação definidora de uma 
álgebra de Clifford. 

O isomorfismo que estabelece a relação entre a álgebra de Clifford sobre o espaço de 
Minkowski R!’ é CCl 3 = M(4,C). A necessidade de complexificação surge na definição do 
isomorfismo, como evidenciado por CS M(4,R) = C&Cl;3, onde, por sua vez, COM(4,R) = 
M(4,C). Essa complexificação desempenha um papel crucial ao garantir que os 8 graus de 
liberdade do espinor Y sejam adequadamente preservados. 

A identificação entre as matrizes de Dirac e os elementos da base de R!’ é dado por 
(90,71, Y2, Y3} + (eo,e1,e2,e3+. Assim, um espinor Y E (C & Chs)f terá a forma y = 


Ro Pafu, onde 


1 
h=f= g0 +y) + imo) (13) 
0 si 0 -0 0 -0 
di : “o : . 10 ; 
fz Sar , fs = -1% f = To O : 
0 : 1 É 0 : 
0 0 0 -0 1 -0 


Contudo, apesar de M (4, C) = CO Cli 3, suas involuções, não são análogas. A tabela a seguir 
contem a correspondência entre as involuções: 


COChs M(4,C) 
Complexo conjugado as Yoi34ºY013 
Y0130* 018 as Complexo conjugado 
Involução graduada â Y01341 
Reversão à Y13013 
Conjugação de Clifford a Yo20 Yoz 
134713 aT Transposto 
Yoð* yo al Conjugação Hermitiana 
ar yoat yo Adjunto de Dirac 


Dado que o conjugado complexo de um espinor de Dirac varia entre essas duas álgebras, 
a representação de sua parte real será distinta. Utilizando a tabela de correspondência de 


involuções e sendo Re(y)) = EY +1)*), concluímos que a parte real de y e M(4,C)f é 


Re(yı) 0 0 0 
Rely) = | Reto) 0 00 (14) 
Rely) 0 0 0 


Para) E€ C8 Cli 3, seu conjugado complexo, representado matricialmente, usando as relações 
(13) e a tabela de involuções, é dado por 


0 —b; 0 0 
n = 0 * 00 
“= You = 0 Va 0 0 (15) 
0 —y 0 0 
Logo, sua parte real é representado por 
pı —y; 0 0 
Re(y)=> [2 Wi 00 (16) 
olvs ya 00 
a —y 0 0 


Em contraste com (14), a parte real de Yy € (C & Cl3)f carrega as mesmas informações que 
o espinor de Dirac original y € Ct em sua primeira coluna. 

Em suma, os espinores de Dirac q podem ser expressos como um espinor coluna 1) € C!, 
um espinor de matriz quadrada Y € M(4, C) f ou como um espinor algébrico Y € (CO Ch 3)f, 
onde os dois últimos diferem estruturalmente. 


2.1 Bilineares Covariantes Através de Espinores Algébricos 


Considerando que espinores de Dirac podem ser representados como matrizes coluna, matrizes 
quadradas e de maneira algébrica, os bilineares covariantes podem ser recuperados para essas 
novas representações do espinor. 

Das componentes da corrente de Dirac, conforme expressas pela equação (5), constata-se 
que, para y E€ M(4,C)f, o traço da matriz quadrada resultante é equivalente as componentes 
obtidas utilizando o espinor original de Dirac. Podemos ver isso facilmente para a componente 
Jº, com Y e M(4,C)f, 


via iba wiy Wia 
pipi pipz pips piya 
tirando seu traço, concluiremos que 


J? = Tehty) = pipi + bobo + baba + piya. 


Assim, as componentes da corrente de Dirac para espinores Y E€ M(4, C) f podem ser expressas 
por 


J” = Tr(p!yoytyp). (17) 


Agora, de acordo com a equação (13), seja f = (1 + Yo + iY12 + i012). Sua projeção em 
um O-vetor (um escalar) será dada por (fJo = 4, ou seja, 4(fjo = 1. No entanto, f também 


pode ser representado como a matriz (10), cujo o traço Tr(f) = 1. Desta forma, podemos 
relacionar a projeção escalar e o traço por Tr(f) = 4 fo. 
Para Y% € C & Cli, seu traço será Tr(y) = a Ya Tr(f,); contudo, Tr(f,) = O para 


u + 1, portanto Tr(1)) = ww) Tr(fi). Agora, utilizando da relação estabelecida anteriormente, 
podemos concluir que 


Tr(b) = 4(b)o. (18) 
Assim, da equação (17), obtivemos a expressão 
J" = Te(y pyty) = A(ytpptyoyo (19) 


para Y E CT&Cl1 3, onde recuperamos as componentes da corrente de Dirac para representação 
algébrica de espinores. 
O mesmo pode ser feito para todos os outros bilineares covariantes (10) 


My = 4(Wb)o 
Qa = —4(Y*V0123V)0 (20) 
Su = 4(y*ig po 


K” = 4(WiYorssy"b)o 


3 Espinor como Operador 


Inicialmente, associaremos um espinor algébrico de Clifford 1) com dois objetos novos a serem 
definidos: o espinor materno e o operador espinor. 

Vamos definir o espinor materno como um multivetor ® € Clsa(1 + 90), que, quando 
expresso de maneira matricial, assume a forma: 


p 500 
4-9 o als (21) 
Ya —43 0 0 


Da equação (16), podemos associar ® à parte real de um espinor algébrico e, portanto, 
d = 4Re(w). (22) 
Como discutimos anteriormente, a parte real de um espinor algébrico carrega as informações 


do espinor original de Dirac. Para ”extrair” essas informações e obter, no caso, um espinor 
algébrico y E (C & Cl 3)f, basta fazermos o produto à direita de pela matriz quadrada 


Essa matriz pode ser expressa em termos de matrizes y na forma M = ( +iy12), possibilitando- 
nos escrever 


vw 000 
p= Di +imno) = i , i x E (C8 Ch a)f. (23) 
vw 000 


Definiremos o operador espinor Ų como sendo a parte real do espinor materno, Y = 
even(B). A partir da equação (22), obtemos Y = even(4Re(Y))). Como a operação de tomar 
a parte real e a operação de tomar a parte par comutam, concluímos que 


h E b E 
E = Re(even(y)) = [42 yi y GÊ). (24) 
pa Va do Yı 


Percebemos que as duas primeiras colunas de Y carregam as mesmas informações de P, de tal 
forma que se fizermos o produto à esquerda de Y pela matriz 


reobtemos 6. Essa matriz, analogamente a que fizemos com M, pode ser escrita em termos 


de matrizes y na forma N = I +), permitindo escrevermos 
O = P(I + 70). (25) 
Logo, usando da equação (23), podemos reobter o espinor de Dirac original 
1 ; 
p= vz +y) + imo) = Vf € (C 8 Chis) f. (26) 


Podemos decompor o espinor materno & em parte par e parte impar, representados como 
& = dy + d,, onde o E Clt; ed, € Clis. Dado que Ẹ € Chss(1 + yo), e sabendo que 
Clfs O Clis = Cli 3, as partes impar e par devem satisfazer a seguinte igualdade: 


1 1 1 
P = Do + Pi = (Po + Pi) (1 + %0) = 5(Do + 8170) + 5 (P1 + 070). (27) 
Isso implica que dy = 1yo e dy = Poo e como even ($) = Y — Y = iy. Assim, podemos 
denotar ® = Y + Vy[como obtido em (25). 

Agora, ao considerarmos o produto entre uma unidade complexa e um espinor 1), buscamos 
identificar uma matriz quadrada que possa desempenhar o papel de į e ser escrita em termos 
de matrizes y, assim como fizemos anteriormente para as matrizes M e N. 

Para um espinor 1) € Ct, multiplicar uma unidade complexa i equivale a fazer o produto 
à direita por 


i 0 0 0 
O —- 0 0 

Rae 1) 0 i 0 (28) 
0 0 0 — 


ou seja, iY = pya. 
Logo, a parte real de iy, com E (C & Cli, 3) f, é dado por By cuja parte par é Yo21. 
Agora, armados com essas informações, podemos extrair a parte real da equação de Dirac 
(ið — eA jy = my, para Y € (C & Cli 3) f, teremos 


Reliy) — eARe(ih) = mRe(1)) — dyz — eA = mb. (29) 
Podemos decompor essa equação em parte impar e parte par, da forma 
9D9721 — eAPo = mBoyo (par) (30) 
OPi — eAD, = my (impar). (31) 
Portanto, a parte par (30) satisfaz a equação 
OVyo — eAV = mY, (32) 


que é a equação de Dirac-Hestenes. 
Os espinores coluna de Dirac são substituídos por multivetores pares reais que não estão 
associados a nenhum ideal a esquerda da álgebra de Clifford Cl; 3. 
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4 Conclusão 


Ao concentrarmos nossa atenção na análise da equação de Dirac, seus bilineares covariantes 
e na representação dos espinores de Dirac matrizes coluna complexas de dimensões 4 x 1, 
exploramos esses espinores como elementos de ideais minimais, tanto na álgebra de matrizes 
quanto na álgebra de Clifford complexificada C& Cl. A introdução do espinor materno e 
do operador espinor culminou na dedução da equação de Dirac-Hestenes, marcando assim o 
encerramento deste projeto. 

A utilização da álgebra de Clifford proporciona vantagens significativas na simplificação 
tanto das equações que descrevem as partículas, no caso em questão, os bilineares covariantes 
que caracterizam o estado físico do elétron, quanto do espinor, no caso, de Dirac. Descrevendo 
o espinor algebricamente por Y E€ (CCl 3) f, e ao possuir uma representação matricial dentro 
do espaço M(4,C), temos maior maior flexibilidade para modelá-lo de acordo com nossas 
necessidades, facilitando assim a resolução de problemas. Em outras palavras, os espinores 
podem ser expressos por meio de elementos na álgebra de Clifford, o que proporciona uma 
ferramenta matemática que simplifica a manipulação e a descrição das propriedades físicas 
associadas a esses objetos. 
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